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QUESTAO 1: PEQUENAS OSCILAGOES

A figura abaixo mostra dois péndulos simples acoplados por uma mola de constante
elastica k. Cada péndulo tem massa m e comprimento ¢. Na posicao vertical, os péndulos
estao em equilibrio estéavel com a mola nao deformada. Considere pequenos desvios em
relagao a esta posicao de equilibrio.

(a) (40%) Obtenha as equagdes diferenciais de movimento para as variaveis ¢, e 6.

(b) (20%) Usando as relagoes

m =01+ 0,
772291—92,

obtenha as equagoes diferenciais de movimento para as novas variaveis 7; e 7s.

(c) (40%) Descreva os possiveis modos normais de oscila¢ao do sistema.
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QUESTAO 2: FORMALISMOS LAGRANGIANO E HAMILTONIANO

Trés hastes, cada uma com comprimento ¢ e massa desprezivel, e duas esferas pun-
tiformes, cada uma com massa m, formam um corpo rigido no qual as hastes sao lados de
um triangulo equilatero e cada esfera ocupa um vértice. O plano do corpo esta na vertical
onde a aceleragao da gravidade é uniforme e tem magnitude g. O sistema pode girar
livremente em torno de um eixo horizontal que passa pelo vértice desocupado, formando
o péndulo mostrado na figura.

(a) (30%) Considere um sistema de coordenadas ortogonais com origem no ponto de
sustentacao e os seguintes vetores unitarios: €; ao longo da bissetriz pelo vértice no
ponto de sustentacao, €; paralelo ao lado que une as duas massas e é; perpendicular
ao plano do péndulo. Determine todos os elementos de matriz I;; do tensor de
inércia.

(b) (20%) Suponha que a energia potencial gravitacional U ¢ nula na origem. Determine

a funcio lagrangiana L(6,0) e a funcdo hamiltoniana H (0, py) do sistema, onde 6 &
o desvio angular em relagao ao equilibrio.

(c) (50%) Obtenha as equagoes diferenciais de movimento nos dois formalismos. Deter-
mine, entao, a frequéncia natural de pequenas oscila¢oes do péndulo.

Dados:
I; = Zma (51‘]‘ Zﬂfik - xa,ixa,j> ;
a k
1
Trot = 5 lz]: Iijwiwj;

Ti = E Iijozj;
J

oL d oL oL

aqj‘ dt 8qj o pj= Tq'j’
OH 0H

H ) =S pid — Llan, dut); dn= oy pp=—a.
(qupk ) ;pj(h (qk7Qka )7 gk 8]7]@’ Pk 8q1g




Exame Geral de Doutorado 2018.1 — Mecanica Classica 3

QUESTAO 3: CAMPO CENTRAL

Considere um sistema de duas particulas com massas m; e ms, separadas por uma
distancia 7 = |r; — ra|, onde r; é o vetor posigao da i-ésima particula (i = 1,2). O
potencial de interagao entre as particulas é do tipo U = U(r).

(a) (20%) Mostre que no referencial do centro de massa o problema pode ser reduzido
ao de uma unica particula com massa p = myms/(my + ms).

(b) (50%) Sabendo que o movimento do sistema ocorre em um plano, escreva sua fungao
lagrangiana. Determine, entao, as constantes de movimento e as interprete fisica-
mente.

(c) (30%) Na descrigao do item (b), determine o potencial efetivo para uma forga

k

Jo—
r2’

onde k£ é uma constante positiva.




Exame Geral de Doutorado 2018.1 — Mecanica Classica 4

QUESTAO 4: CORPOS RIGIDOS

Considere um cubo de lado L e massa M uniforme. Os lados do cubo estao alinhados
com um sistema de eixos de coordenadas cartesianas (x1,x2,z3). A origem estd em um
dos cantos do cubo, onde ha um pivo.

(a) (30%) Determine os nove elementos de matriz do tensor de inércia do cubo,

li; = / (6577 — wyz;) dm,

onde r? = zi+zi+22%. Sejad = (w;,ws, w3) a velocidade angular do cubo. Determine
sua energia cinética de rotagao.

(b) (30%) Suponha que o cubo gira instantaneamente em torno do eixo x; com veloci-
dade angular & = (€2,0,0). Determine o momento angular L do cubo e o angulo
entre L e &.

(c) (40%) Em um outro sistema cartesiano com a mesma origem, o = (€24,2,(3) ¢ a
energia cinética de rotagao ¢ dada por

T = - (I} + I,O5 + 1;03) .

N | —

Determine 7, I} e I}.

Dados:

(@=A)?=38%(a=N)+28%=(a—B—-N>(a+28-N).




